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Лекция № 15

9. Алгоритмизация численных методов


Цель большинства инженерных расчетов - получение достаточно точной распределенной информации о тех или иных характеристиках объекта, причем в сравнительно сжатые сроки. Техническим средством достижения этой цели являются ЭВМ, поэтому без учета специфики хранения и обработки данных внутри них построение эффективных алгоритмов невозможно.


Таким образом, в значительной степени проблема алгоритмизации сводится к отысканию необходимого баланса между требованиями к организации вычислений, вытекающими из существа, например МСЭ, и допустимыми способами использования ЭВМ, позволяющими сделать эти вычисления реализуемыми и эффективными. Алгоритмы МКЭ и МСЭ представляются в матричной форме. Поэтому при реализации алгоритмов МКЭ и МСЭ необходимо использовать наиболее эффективные способы записи матриц в ЗУ, а также о создании специальных средств поиска этих матриц в больших массивах хранимой информации.


Многие полезные для практики двумерные задачи теории поля приводят к матричным уравнениям с 103 - 104  переменными, а для расчета трехмерных векторных полей в сложных геометрических структурах может потребоваться 5(105  - 25(105  переменных. Для современных ЭВМ решение совместной системы ста уравнений не составляет проблемы, независимо от структуры матрицы коэффициентов. Систему тысячи уравнений также можно легко решить, если матрица коэффициентов содержит много нулей и программа организована так, чтобы использовать это преимущество. При полной матрице коэффициентов, содержащей всего несколько нулевых элементов, или вовсе не содержащей их, 103 уравнений - довольно большое число, т.к. для запоминания только матрицы коэффициентов потребуется около 4 мгб памяти ЭВМ.


Следует отметить, что структура и объем программ для ЭВМ определяются алгоритмами решения задачи. Машинную программу строит соответствующий транслятор с алгоритмического языка, и возможности ее улучшения исчерпываются применением ассемблера (в предположении, если программирование выполнено грамотно). В то же время структуры данных выбираются авторами, и от рациональности этого выбора в значительной степени зависит общая эффективность решения задачи.

9.1 Способы хранения вещественных разреженных матриц

Разреженные матрицы


Разреженной называют матрицу, имеющую малый процент ненулевых элементов. При этом относительно местоположения нулей никаких предположений не выдвигается: они могут быть расположены совершенно случайным образом. Разреженные матрицы встречаются при решении многих важных задач: структурного анализа, теории электрических цепей и энергосистем распределения энергии, численного решения дифференциальных уравнений, теории графов и, конечно, методах суперэлементов и конечных элементов.


Практически матрицу размером n(n  можно считать разреженной, если количество ее ненулевых элементов имеет порядок n.  

Интересные и важные задачи часто не могут быть решены потому, что их решение связано с обращением матриц больших размеров, которое либо неосуществимо при имеющемся объеме памяти ЭВМ, либо требует больших затрат. Так как такие матрицы, как правило, разрежены, то полезно знать существующие методы обработки разреженных матриц, что позволяет выбрать лучший метод для каждой разреженной матрицы.

Упакованная форма хранения.

Большие разреженные матрицы обычно хранятся в ЭВМ в упакованном виде - хранятся только ненулевые элементы матриц вместе с необходимой информацией об их положении в матрице. Упакованная форма хранения используется обычно по четырем причинам:

а) такая форма позволяет хранить и обрабатывать в оперативной памяти ЭВМ матрицы больших размерностей, чем при обычном хранении;

б) могут встретиться случаи, когда даже в упакованном виде матрица не размещается в оперативной памяти (например, при работе ЭВМ в режиме разделения времени) и требуется использовать внешнюю память. Отметим, что ввод данных из внешней памяти ЭВМ в оперативную обычно происходит значительно медленнее обработки этих данных в оперативной памяти. Поэтому упакованная форма хранения предпочтительнее также и при использовании внешней памяти. 

в) существенно экономится время благодаря тому, что программой предусматривается исключение тривиальных операций, т.е. вычисления с нулевыми элементами матрицы опускаются. Это часто является единственной возможностью обработки больших матриц.

г) можно добиться экономии в памяти при хранении обратных матриц, если их представлять в виде произведения элементарных матриц и в упакованном виде хранить только нетривиальные элементы таких матриц. 

Существует много различных схем упаковки. 

Пусть квадратная матрица  А порядка n содержит (  нулевых элементов, причем (<< n2. Ясно, что матрица А является разреженной. 

Обозначим элемент i -ой строки и j-го столбца матрицы через aij . Для того, чтобы хранить в памяти только ненулевые элементы aij ( 0, необходимо запомнить i, j  и  aij..  Если используется одна ячейка памяти для каждой из этих величин, то для хранения всех ненулевых элементов матрицы А требуется 3(  ячеек. Очевидно 3(   должно  быть существенно меньше n2, чтобы имело смысл тратить на введение упаковки дополнительные усилия и машинное время. 

Многие алгоритмы, преобразующие матрицу А в какую-либо другую желаемую форму, порождают на различных этапах вычислений дополнительные ненулевые элементы. Поэтому при хранении в упакованном виде должна быть каким-то образом предусмотрена возможность добавления новых ненулевых элементов в различные столбцы (или строки) матрицы А, если в процессе вычислений элементы матрицы изменяются. 

Идеальным хранением будет такое, при котором минимизируется одновременно и общий объем используемой памяти, и общее затраченное машинное время.  Вообще говоря, требования минимума памяти и минимума времени являются несовместимыми и необходим компромисс.

9.1.1 Использование адресных функций


Все существующие в настоящее время серийные ЭВМ имеют оперативное ЗУ линейной структуры. Это означает, что положение объекта в ЗУ характеризуется одним числом - адресом, позволяющим однозначно определить обращение (запись - чтение) к этому объекту.

Таким образом, формально ОЗУ можно рассматривать как вектор, а адрес -как индекс элемента этого вектора. Тогда размещение различных объектов, например, матриц в ОЗУ описывается задание взаимно-однозначного соответствия между элементами этих объектов и линейной последовательностью индексов. Это соответствие в различных случаях может устанавливаться по-разному для одного и того же объекта.

Например, обычная матрица (А(=(аi j(, представляющая двумерную совокупность элементов, может быть отображена на линейную память двояко: в порядке перебора по строкам или по столбцам. 

Возможны и другие, более сложные отображения, однако, именно в силу их сложности, они имеют ограниченное практическое применение. 

Многомерную совокупность, т.е. множество элементов, занумерованных с помощью не двух, а большего числа индексов, также можно отобразить на линейную последовательность индексов, приняв соглашение, что элементы располагаются в лексикографическом порядке, а именно в порядке возрастания первого, затем второго и т.д. В общем случае отображение многомерной совокупности в массив линейной структуры задается адресной функцией

 loc (i, j, ... , ( )     (location - размещение), 

определенной на множестве индексов. Для любой комбинации индексов   i, j, ... , (   элемента исходного множества адресная функция дает адрес этого элемента в записи массива. Разные структуры исходного множества требуют различных адресных функций. Рассмотрим ряд частных примеров.

1. Массив прямоугольной структуры с лексикографическим упорядочением.

Адресная функция в этом случае является функцией индексов

loc (i, j, ... , ( )= loc (1, 1, ... , 1 )+ Со+ С1 i + С2 j  + ... + Сt (  ,              (1)
где C0  , C1 , ... , C t  - коэффициенты линейной формы, представляющей 





адресную функцию;

     t - размерность (т.е. число индексов массива). 

Обозначим через n1 , n2 , ..., nt , размер исходного массива, соответственно по индексам i , j , ... , ( .Можно показать, что : 

С t = 1

С t-1 = nt
С t -2= nt  nt-1

........................

С 2= nt  ......  n3

С 1 = nt...... n3 n2

C0 = - (C1 + C2 + ... + Ct ) 

В loc (1, 1, ... , 1 ) хранится адрес начала записи массива в ЗУ.

Постоянное смещение  C0 возникает вследствие того, что индексы i, j, ... , (  начинаются не с нуля, а с единицы. Объем памяти, необходимый для записи массива описываемой структуры




l1 =  n1  n2  n3  ......  nt 
Например, при t = 3 будет:
loc (i, j,k )= loc (1, 1,1 )+ Со+ С1 i  +С2 j  + ... + С3k               

Пусть   i = n1 = 5         j = n2 = 3        k = n3= 7

C3 =1                C2  =7                C1 = n3 n2 = 21

  C0 = - (C1 + C2 + C3 ) = - (21 + 7 + 1) = - 29
  loc (1, 1,2 )= - 29 + 21(1 + 7(1 + 1(2  = 1

loc (1, 1,3 )= - 29 + 21(1 + 7(1 + 1(3 = 2

loc (1, 1,7 )= - 29 + 21(1 + 7(1 + 1(7  = 6

loc (1, 2,1 )= - 29 + 21(1 + 7(2 + 1(1  = 7

2. Симметричные матрицы

В большинстве алгоритмических языков высокого уровня стандартом языка предусматривается использование только  прямоугольных массивов, в которых присутствуют элементы, соответствующие всем возможным комбинациям индексов. В ряде случаев, однако, учет специфичности структуры матрицы позволяет ограничиться хранением только части ее элементов. Так, при расчетах по МСЭ наибольшие затраты памяти связаны с запоминанием матриц жесткости подструктур и суперэлементов. 

Эти матрицы жесткости симметричны, т.е. ai j = a ji   и в силу этого достаточно запоминания только элементов ai j , для которых   j (  i . 

Если порядок соответствующей матрицы равен   n, то число таких элементов 



l2 = 
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3. Симметричные ленточные матрицы

Матрицы жесткости подструктур при надлежащей нумерации узловых неизвестных приобретают ленточную структуру. Не равными нулю оказываются элементы, расположенные на  ( h-1 )  линиях, параллельных главной диагонали ( h - ширина ленты)

a ji = 0   (  j ( i + h-1,    j ( i - h+1 )

В этом случае с учетом симметрии матриц достаточно ограничиться запоминанием только элементов главной диагонали и ( h-1) наддиагоналей. 

Часто для упрощения адресной функции таких матриц не учитывают сокращения длины строки при   i > n - h +1  ( i - h+1 < j < i + h-1).  

При этом адресная функция принимает вид 

loc (i , j)= loc (1,1) - h + i ( h - 1) + j

Подобное представление целесообразно при малых   h, так как с ростом этой величины потери памяти на дополнение строк матрицы стремительно возрастают. В этом случае число хранимых элементов матрицы 




l3 = n h

В качестве примера можно предложить адресную функцию более совершенного вида, используемую в комплексе (КАСКАД-2(.
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Количество хранимых элементов в этом случае 
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Для записи ленточных верхних треугольных матриц можно использовать этот же метод. Такие матрицы появляются, например, в алгоритме МСЭ в результате выполнения прямого хода методом исключения Гаусса в системе уравнений равновесия подструктуры с симметричной ленточной матрицей. 

Иллюстрация приведенных методов хранения матриц:
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 Для сокращения записи матрицы и ускорения ее обработки следует стремиться к минимизации ширины ленты. Однако часто, особенно в конструкциях с вырезами, затруднительно получить малую по сравнению с порядком системы ширину ленты.


В заключение следует упомянуть еще об одном методе уплотнения записи больших матриц, основанном на различном представлении в ЭВМ чисел с фиксированным положением десятичной точки и чисел, представленных в виде мантиссы и порядка. При обычном развороте матрицы с учетом ее структуры (симметричная, ленточная и т.д.) каждая группа подряд идущих нулевых элементов заменяется целым числом, равным количеству таких элементов. 


Поскольку это целое число имеет соответствующее представление в памяти, оно может быть автоматически выделено в процессе обработки матрицы, и ее структура будет восстановлена. Объем хранимой информации при таком методе не превышает объема исходной матрицы, при значительном количестве групп нулевых элементов может быть получена большая экономия памяти. Такая форма записи целесообразна для матриц жесткости подструктур, особенно нижних уровней.
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